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tS34 ed approvata dall Accademia eletta per interini negli atti. 
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INTRODUZIONE 



Siiptoi» (9Cccaàe*»ict 



L illustre signor Puissant net suo iratfato di Geodesia (a) parlando della riduzione degli 
angoli all'orizzonte, applica la forinola finita data dalla Trigonometrìa sferica ad un caso 
particolare nel quale le distanze dallo zenit degli oggetti osservati differiscono notabil- 
mente dal quadrante , e soggiunge questo parole c II est bica rare que les distanccs au 

> zenit reient ausai pctites que dans l'oiempte ci-dcssus ; et si elles ne différaient de l'angle 
s droit que deux ou trois grades, la formule précédente deviendrait trop pénible à calculer 

> pour avoir avec exactitude la projection de l’angle observé; il vaul mieux alors cherchcr 
* la réduction , qui n’est que de quelques secondes >. Intende egli per riduzione la dif- 
ferenza fra l' angolo misurato e la sua projezione , per calcolar la quale si serve in se- 
guito della forinola approssimata del celebre Lcgendre che riduce anche in tavole per 
maggior comodità , estendendo l’ argomento delle altezze o depressioni degli oggetti tra- 
guardati sino a 3 gradi , coerentemente a quanto area già detto. Il chiarissimo autore 
ha riprodotta questa teorica senza altro sviluppo nella seconda edizione della sua Geodesia, 
e nella terza edizione dell’opera intitolata Recueil de diverte s propotitiont de Geometrie. 

Nel gran trattato di Astronomia del celebre Delambre (toni. Ili, pag. 54 1 ) si leg- 
ge ancora < Nous avons donne la différence cntre l'aro AB et l’angle Z (cioè fra l’an- 



(a) Pag. Sa dell' edizione del iSoj. 

I 
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» gelo osservato e l’ angolo ridotto all’ orizzonte ) ; cotte formule seri à calculer la cor- 
1 rection des angles observes : celle correction s 'appello réduction à l'horizon ; j’en ai 
» aussi donné des lables. Autrefoia Ics Astronomes cberchaient péniblement la valeur de 
» l 'angle Z, et le calcul exigeait une grande allenlion, parce que la différence cherchée 
» est ossez petite. On aura plus d'exactitude par mes tablcs et mes formules. 

Incaricato io da molti anni de’ calcoli geodetici nel Reale Officio Topografico di Na- 
poli , per consiglio del chiarissimo signor Colonnello Visconti Direttore di quello stabili- 
mento , ho sempre adoperata la formola finita nelle riduzioni all' orizzonte , stimando che 
potesse usarsi in qualunque caso purché applicata fosse con diligenza. Ma occorrendomi 
non di rado di confrontare i calcoli da me solo, per non ricadere ne’ medesimi errori, 
mi son servito nel secondo calcolo della formola del Legendre, e mi è avvenuto qualche 
volta di osservare notabili differenze fra i risullaracnti ottenuti dalle due forinole. Ho du- 
bitato allora che la formola approssimata non dovesse adoperarsi fra limili più ristretti 
di quelli stabiliti dal signor Puissant , e per assicurarmene , ho prolungato lo sviluppo 
della serie del Legendre con valutare anche i termini degli ordini superiori al secondo. 
Da un’ altra parte , siccome il signor Puissant dice che il calcolo della formola finita di- 
viene più malagevole quando I' angolo misurato si allontana pochissimo dall' orizzonte , e 
la sua opinione è avvalorata dall' autorità del Dclambre , così ho voluto anche attenta- 
mente esaminare se , ed in quali circostanze la formolo medesima esiga una particolare 
diligenza nel calcolo , o richieda l' uso di tavole logaritmiche estese oltre la settima cifra 
decimale. Queste indagini, dirette a stabilire la convenienza e l'uso sicuro delle due foratole 
ne' diversi casi , potranno , se non m’ inganno , riuscire utili nella pratica , per cui ar- 
disco sottometterle al vostro dotto giudizio, chiarissimi signori accademici, persuaso che, 
qualunque possa essere il mio lavoro , meriterà per l' importanza del soggetto la vostra 
attenzione ed indulgenza. 

Le operazioni geodetiche infatti si moltiplicano ed estendono con la civiltà nelle di- 
verse regioni del globo , e da esse principalmente si fanno ora dipendere il progresso 
della Geografia , e la più perfetta conoscenza della forma del pianeta che abitiamo ; 
poiché le osservazioni astronomiche , sebbene indispensabili per la determinazione delle 
posizioni assolute di alcuni punti principali a' quali poter gli altri riferire , vanno sog- 
gette a grandi anomalie , e poco si adoperano nella costruzione della carta di un paese. 

E quantunque fra i calcoli geodetici potrebbe evitarsi la riduzione degli angoli all' oriz- 
zonte , con far uso del teodolite , pure , dopo che uelle carte topografiche la terza coor- 
dinata verticale ha ottenuto la dovuta considerazione, il cerchio ripetitore viene preferito, 
e quindi indispensabile si rende quella riduzione. 
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Approssimazione che si ottiene dalla formolo del Legendre , e modificazione di cui 
abbisogna per essere adoperala con sicurezza ne' calcoli de' triangoli di primo 
ordine. Formolo di Delambre- 



§. i. Se ai chiamino, A l’angolo misuralo col cerchio ripetitore fra due oggetti 
terrestri , a , /3 gli angoli che le visuali dirette a’ medesimi fanno con 1* orizzonte del 
luogo di stazione , ed A' , la proiezione dell' angolo A , la forinola fondamentale della 
Trigonometria sferica darà l' equazione , 

.. cm A— sen * seni* 

COS.-/' = - 

corneo* fi 

E siccome gli angoli » , *3 sono in generale molto piccoli , potranno in luogo de’ loro 
seni e coseni sostituirsi i corrispondenti sviluppi in serie , limitati a* termini del 4® or- 
dine , e si avrà 

coi A — seti » sen .4 

cos A — — - 

COfCOtfi 

- !.••/— I j ■ +*-^ £ -r 

= cos A — » |3 + j: ( »* + p')co$A — \*P(i.' + p') + '/z(* A + /3* ) «*--/ + 

-f- -J «* /J* cos A 
= cos A — N 

Pongasi ora A' = A + x, e si avrà, cos/#'=cos(y/+ x) = cos A cosar — sen A sena*, 
e sviluppando sen t , cos r sino ai termini del secondo ordine in x , sarà 

cos A^i — — x sen A = cos A — N , ovvero 

— cos A + x sen A — N , ed 

** -+• a x lan A = , da cui 

e» A 

x = — tan // dr f tan* A -+■ V 
\ coi A) 

= — \ìmA zz(leaA -f 

V wn^ imd'ì 

ed in fine arrestandosi alia seconda potenza di JV , 

N j A* col A 



eie. 



%en ri/ 



seu'i 
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Rimettendo il valore di IV, avremo 

x _ *? — »(»■ -Hi* !»?(»« -4-1») — it'paxJ 

tcud 



-sH— 1T’”T w 

la quale espressione contiene tutti i termini del 4.° ordine clie possono ottenersi dallo 
sviluppo in serie della forinola finita ; giacché essendo N di a.” ordine rispetto ad * e £, 
il valore di x esteso sino al secondo ordine di N , lo sarà sino al quarto di * e /S. 

Si può dare alla correzione x una forma molto più comoda pel calcolo. Sarà , 

x __ j(** -*-?*) («>»*!.<< 



vten\Aan^/t 

— ti ( ** + — 2 ** ( 3 * ) cot A — i colsi [ prima frazione J ». 



Pongasi (—7^) tan ; A — m , ed ^ col j A — n ; 

sarà, = mcol± A , = n tan A , 

vy-w- 

= * (3 = ni cot 5 A — n tan ~ A. 

Quindi sostituendo si avrà , 

* = »i — n ■+■ 7 (mcot i A — n tan ±A)(m + n ) — V- *» n cot A — ±colA( m — n)* 
- =tn — n + i ( m* cot ; A — n* tan i A)- f 7 mn (col ì A — tan { A) — 

— i m n cot A — \(m n)* colA 

x = in — n + i ( m* cot * A — n* tan £ A ) — ì ( m + « )* cot^f (a). 



■ ( ; 



§. 2. 1 primi due termini del precedente valore d ' x sono i soli di cui si compone 
la forinola del Lcgendre , cd i tre termini rimanenti completano lo sviluppo della serie 
sino al quarto ordine. Per conoscere il grado di approssimozioue che se ne ottiene , biso- 
gna prima di tutto stabilire in quali circostanze x diviene massimo. 

Se nella forinola (1) , di cui la (a) non é che una trasformata , si suppongano 
* c >3 di diverso segno , tutti i termini diverranno negativi , lo che indica che in 
quella ipotesi il valore numerico d ’ x riesce maggiore che in qualunque altra , astra- 
zion fatta dal segno. E poi evidente dalla composizione stessa della formolo che x 
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crescerà sempre al crescer degli angoli * e 0 , cd al diminuire dell' angolo A. Se * c £ 
sono dello slesso segno ed A maggiore di 90 gradi , i termini della formola divengono 
tutti positivi , e la correzione x cresce al crescer di « , p ed A ; ma non potendo que- 
st’ altimo angolo oltrepassare un certo limite di grandezza nelle operazioni geodetiche, il 
valore di x , corrispondente agli stessi valori numerici di » e /3 , risulta, comesi vedrà, 
sempre minore di quello che si verifica nel caso in cui l’angolo A è acuto. 

Or per esaminare nel fatto a che possano ammontare i termini del 4.° ordine non 
compresi nella formola del Legcndre , partiamo dalla supposizione che l’angolo A osser- 
vato sia di 30 gradi , limile minore stabilito per un angolo di triangolo nelle operazioni 
geodetiche di 1 .* ordine , e che i due oggetti traguardati siano uno elevato sull’ oriz- 
zonte , e l’altro depresso di un angolo di a gradi. In questa ipotesi la formola (a) , per 
essere * = — /9 , diviene , 

x = — ( n + ~ n* tan ~ // •+• { n* col A ) 
ed il calcolo ne sarà quale segue: 

Calcolo della formola (a). 



/. ^ = log . . 7200 "= 3 , 8 ò' 7 33 a 5 


/. n* . = 6,10897 


. . log n* = 6,10897 


Idem . .. .=3, 85733a5 


/. tan 5 ^= 9,34576 


l. cot A = o,33 1 33 


/.col j A=. log col 1 a*. 3o' = 0 , 6 5 4 2 4 4 8 


/. sen «”=4,68557 


l. sen 1 " = 4,68557 


l. sen i"=4,6855749 


o,r4o3o 


1 , ia58 7 


/.«... .— 3,o54484 7 


i",38 


i3",36 


Correzione data dalla for- 


0,46 


6,68 


mola del Leyendre. . . — n33",66 


o",93 




Termini del 4-* ordine 


6,68 




trascurati — 7 , 60 


7", 60 




x= — ri 4 i , 26 






= — i 9 '.i",a 6 







Potrebbe ancora ottenersi la correzione x calcolando la formola ( 2 ) con la tavola co- 
strutta per la formola di Legcndre , e riportata dal Puissant nella seconda edizione della 
sua Geodesia , Tomo i. # Tav. 111. 



a 
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Calcolo della formolo (a) con la lavolp costruita per la formolo di Lcgendre. 



TAV.ra. \ I- * par,c ’ Ar S om *° tan = 4", 57 . . Argom.» A.. col = 93",o4 
< 2 .* parte, Argom.» («+/?) . ■■ o , 00 . . Argom.» (*—, 3 ). ... 12 , 179 

Prodotto m = o , 00 Prodotto u = ii33",i3=i8~.53",i3 

tav ni | *** P ® P,e ’ Ar S° m -‘ -df, tan . . 4 , 5 7 . . Argom.» 2 A . . cot . . . 44 , a3 
i 2.» parte, Argom.» 2 n. . o , 3o4 . . Argom.» 2 (m+n) o , 3o4 



Argom.® 2 n . . o , 3 o 4 . . Argom.® 2 (m+n) .... o , 3 o 4 

Prodotto b* tan i A . . . = i", 39 Prodotto (/«+«)* còC/=i3' , ,4a 

~(m+n) m coi A= 6", 72 

r n* tan J A . . . = o,g 3 — ^,72 

— 0,9^ 

Termini del 4 -' 1 ordine — 7 ", 65 
Correzione data dalla formolo di Legendre — 18. 53 , 1 3 

Induzione — — ig'.o",78 



1/ 

aita , sen \A' — y 



E per ultimo il calcolo della formolo finita , sen \ A‘ =.y 
darà pure la correzione nel modo seguente. 

Calcolo della formolo Jinita. 



A-\-t — £ A-\-p — » 

»cn ieo — — — 

2 2 

co» * co» f 



A— a 5 ®. o' 

* = 3.0 . . . c . I . cos a = 0,0002646 

— 2.0 ...c.l.cmp = 0,0002646 

/ sen i 4 ». 3 o' = 9,3980996 
— - = > 4 °. 3 o' / sen io . 3 o = 9 ,a 6 o 633 o 

A +?— * , 18,6597618 

a 9,3298809 

/sen i2». 20'. 20" 7913 

9 . 3»4 896] 962 

4 A‘= 12.20.29,314 9,3 1 4 - 

A‘ = 24.40 58,63 
Riduzione .... = — 19' i i, ,37 

Da' calcoli antecedenti apparisce; i.» che la formola di Lcgendre darebbe nel caso 
proposto il forte errore di 7",6o; 2.® elio con la formola (2) si evita questo errore, e si ha 
inoltre il vantaggio di poter calcolare anche i termini del 4-° ordine con le stesse tavole 
che si adoperano per la formola del Lcgendre; 3 .» clic la differenza sensibile di o ",5 ira 
il risultamento del calcolo diretto della formola (a) c di quello eseguito con le tavole ri- 
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portate da Puissant , dimostra che queste ultime non hanno in alcune circostanze il neces- 
sario grado di esattezza ; 4-° che la piccola differenza di o",n tra la forinola (a) e la 
forinola finita dipende da’ termini del 6.“ ordine trascurati , come possiamo assicu- 
rarcene direttamente spingendo lo sviluppo della serie sino alle seste potenze di # c fi ed 
alle terze di N. I termini del 6.” ordine derivanti da un tale sviluppo sono , 

\ *en .4 ) \ »cn A ) 

, , , , , / \ / ì(« , -t-^‘) c °i^ V . _ 

+ ( T + r C01 KuJ - J T j8o tea. 4 



(6: »»-(- - 1 - 73 »* ^<-+-6i^ 8 )col^ 

7»o 

1 quali divengono pure tulli negativi quando a e 0 hanno segni diversi , e nel caso di 
a = — fi si cambiano in — ** cot j A ^ - 4 V + ^ - ^ ^ ^ . Questa espressione calcolata 

co’ valori assegnali superiormente ad A, a, fi riesce eguale appunto a — o",n ; 5 .” in 
fine, che la forinola (2) non potrebbe adoperarsi senza tema di errore notabile quan- 
do A fosse minore di ali gradi , oppure * e fi fossero di diverso segno e maggiori di 

2 gradi. 

§. 3 . Dal precedente esempio preso per norma delle nostre investigazioni , discen- 
diamo ad esaminare più minutamente i diversi casi in cui i termini del 4"° ordine trala- 
sciati nella formolo del Legendre possono divenire sensibili, tanto nella ipotesi di A <g o ° 
che in quella di A >• 90 5 . E primieramente c facile assicurarsi che supposto l’ angolo A 
di ali gradi , e gli angoli * e fi di diverso segno , questi ultimi non potranno oltrepas- 
sare 4.0 minuti senza che gl' indicati termini del 4 -° ordine acquistino un valore. Ora , 
non vi è rete di t.° ordine, composta anche di triangoli mollo grandi che non possa 
offrire esempi di altezze 0 depressioni di 2 , o 3 gradi , ed in circostanze straordinarie 
di 4 gradi ancora ; e quindi non sono difficili a verificarsi in uno stesso angolo un’al- 
tezza e una depressione maggiori di un grado , potendo giungere in qualche raro caso 
anche a 2 gradi. 

Suppongasi dunque A ==. 20% ed * = — fi = i°, ed i termini del 4 -“ ordine com- 
presi nella formola (2) ammonteranno a o",48; c posto inoltre A-tò*, a= — fi— i'.io', 
gli stessi termini ascendono a o",88 , e per * = — fi — i’.zo' , ad i", 5 o. 

Quando l’ angolo osservato è ottuso c molto grande , e gli angoli a e fi sono dello 
stesso segno e poco differenti fra loro , essi non potranno oltrepassare 5 o' senza che i 
termini del 4-* ordine acquistino un valore ; ecco a che ascendono questi termini in al- 
cune supposizioui. 

Per A = iZo° , ed a = /} = 2°, la correzione a? è di g'.o",o, cd i termini del 
4 -° ordine ascendono ad i",o 3 . 
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Per A = i 3 o", ed * = £ = 2 “. 3 o', i suddetti termini ammontano a 2",5r 
Inoltre , 

Per A =120°, * = /3 = 3°. , i termini trascurali danno. . . . o",6a 

* = /S = 2Mo' o ,85 

» = 0 = 2«.2O' ,,13 

<* = j 9 = 2 °. 3 o' t , 5 1 

Da’ calcoli precedenti risulta ancora che in un triangolo isoscele , di cui ciascu- 
no dei lati eguali fosse di 20 miglia, e l’angolo al Tcrtice di 120°. , verificandosi per 
quest’angolo a = j 3 = 2°.io' , le riduzioni all’ orizzonte de’ tre angoli eseguile con 
la forinola di Lcgendre darebbero gli errori, — o", 85 ; + o", 3 i ; -f o", 3 i ; giacchi i 
valori di « c |3 per ciascuno degli angoli alla base sarebbero presso a poco , a= — o°, 35 ', 
( 3 = — 2 ®. 3 o'. 

Gl’ indicati errori a’ quali può andar soggetta la forinola di Legendrc sembre- 
ranno considerabili quando si rifletterà, che un angolo di i.» ordine si misura quaran- 
ta o sessanta volte, ed anche più, a solo oggetto di circoscrivere nel limite di i" l’er- 
rore probabile di osservazione di cui potrebbe essere alleilo. Ed altronde pare in massima 
che, trattandosi di operazioni delicate nelle quali con somma cura c fatica si procura di 
diminuire gli errori indispensabilmente nnnessi ai mezzi fisici che si adoperano, non sia 
permesso d’ introdurne altri benché minimi col calcolo , essendo sempre in nostro potere 
di evitarli. 

I* riduzioni all’ orizzonte degli angoli de’ triangoli di 2.” ordine possono andar sog- 
gette ad errori molto più forti senza che le altezze o depressioni de’ punti osservati supe- 
rino 2 o 3 gradi ; eppure sulla somma degli angoli di ciascuno di questi triangoli non 
si tollera un errore maggiore di 7 in 8 secondi. 

4. Il signor Delambre , nell’ opera Methode » analytiques pour la dclermination 
(firn are du mcridicn , propone per la riduzione all’ orizzonte la seguente forinola, 
x=p — ìp* cot A + ip* (-f + col* A ) 
in cui 

yen* |(»-v-p)tanj^ — «en» ì (* — 

P s= co» * C05 p 

La forinola medesima riprodotta nel discorso preliminare dell’ opera intitolala Bota 
du sy stèrne mctrique decimai (pag. i 38 ), quando se ne limiti il calcolo al solo pri- 
mo termine p del valore di x , non va esente da’ difetti notati dal suo illustre inventore 
nella formola del Legcndre. Per provarlo basta applicarla agli stessi casi considerati di 
sopra. Se facciasi , * = — • / S = 2* , ed ,/f = 25 “ , si avrà 

pR" = — 18 '. 54 ", 6 « 

— ì/j* cot Ateo. 1" . . = — o 6 , 6g 
+ ì />* (7 + cot* A) scn* t" . ■ — — 0 0,08 
Riduzione = — 19'. «",£7 
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E però nel proposto esempio la forinola di Dclambre , trascurando il 2.® ed il 3 .* 
termine, dà un errore poco diverso da quello della forinola del Legendre , ed omettendo 
solo il terzo , dà la stessa approssimazione che si ottiene dalla formola (a) trovata di so- 
pra. È da osservarsi ancora che la differenza o",g4 fra gli errori 7", 71 e 6", 77 delle 
due forinole limitate ai termini di 2.° ordine dipende dalle seguenti circostanze. Nella 
furatola di Legendre non si è tenuto conto del fattore seca sec / 3 , il quale nell’ esempio 
attuale ha per valore 1,0012, e moltiplicato per n 33",66 farebbe crescere questo nu- 
mero di i ",36 ; e da un’altra parte il valore numerico della corrcziono x viene au- 
mentato di una frazione di secondo dall' essersi nell’ anzidetta formola presi gli archi 



» -4- ; 



in vece de’ loro seni adoperali nella formola di Dclambre. Questo compenso 



diminuisce la differenza degli errori delle due formolo. 
Pongasi inoltre * = — j 9 = 1® ed A= 25 ° , e sarà 



/>*"==— 4 '. 43 ", 47 

— ~p' col^scn 1" = — o 0,4® 
Riduzione — 4 , - 43",89 

Ed anche qui gli errori delle due formolo , trascurando i termini del 4 -“ e del 6 .* 
ordine sono quasi eguali. 

Similmente per A— 25 " , ed » = — /9 = i°.io' , i termini del 4 -” ordine nella for- 
mola di Dclambre ascendono a ©",77; e per A= 25 ®, » = — 0 = i°.2o', ad i",32. 

Minori sono gli errori che presenta la formola di Dclambre quando A è ottuso ; 
poiché in questa supposizione il fattore sec * sec ? trascuralo nella formola del Legendre 
può acquistare un maggior valore. Cosi 

per a — J30®, ed # = /S = 2®, il termine — ~ p' col A Ita per valore. . . . o",5g 



* = 0 = 2®.3o' « , 44 

per A =5 120" , ed * = /3 = a® 0 > z 7 

»==(3 = 2®.io' o ,36 

a = jS = 2®. 20' 0 j 49 

*=*j3 = 2®.3o' .o ,65 



Quando dunque il signor Delambre suppose che il difetto della formola del Legendre, 
do cui andava esente la sua , consistesse principalmente nell’ omissione del fattore 
scosseci, (a) pare che non avesse avuto l’opportunità di esaminare da vicino che i termini 

\ 



(») Nell’opera citata Determinatoli d"un are da mi ridie n ee. a pag. 5g Polambre parlando della 
ina immola riportala di aopra dico > En lupprimant tea dem dentiera terme» , et supporrai ice * ree (5 = r, 
a et metlant enfia data la valcur p la arra au lìeu des «inni , od aurait la oratile da cit: Legendre. 
• Celle approzimation est en elfcl presque toujoun suffisante ; cependant il «e trarre quel quei ca» ou 1» 
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del 4 -* ordine tralasciati nella forinola suddetta non derivano tutti dall' indicato fattore, 
ma solo una parte di essi nc dipende. Quindi il calcolo della forinola di Delambre aon 
può sempre limitarsi al solo primo termine come egli suppone (a) , ma in alcuni casi 
deve estendersi ai termini degli ordini superiori , conformemente a ciò che si è dello 
della formolo di Lcgendre. 

Ora , per calcolare il primo termine p si deve far uso di tre tavole , come può os- 
servarsi nelle opere citate , e gli altri termini del 4 .° e del 6 .° ordine dipendono da una 
quarta tavola bastantemente incomoda ad adoperarsi. Laonde la forinola del Delambre 
sebbene in astratto completa , nelle applicazioni non è supcriore olla forinola di Lcgendre, 
giacché il calcolo del solo termine p e più lungo , e quando A <[ gu° dà un risultamcnto 
poco diverso da quello dell' altra forinola , ed il calcolo di tutti i tre termini o de' primi 
due , è troppo laborioso. Forse per questa ragione in Francia non pare che si faccia uso 
della forinola di Delambre. 

§. 5. Riassumendo quanto si ò detto in questa prima parte del nostro lavoro con- 
chiudiamo , che la forinola di Legendre può trovarsi in difetto appena che gli angoli » 
e /S con l’ orizzonte superino 4o , o 5o minuti , e Io stesso deve dirsi della forinola di 
Delambre , limitata al solo primo termine. Ma la formula (a) , in cui possono valutarsi 
i termini del 4-° ordine con le stesse tavole che servono per la formola di Legendre , 
offre l' opportunità di render più esatti i risu) lamenti di quest' ultima , ove il bisogno lo 
richieggo, senza renderne più complicalo il calcolo ne’ casi ord inani: onde potrebbe usarsi 
con vantaggio nc’ confronti de’ calcoli della triangolazione primaria , per la quale darà 
sempre tutta l' esattezza desiderabile. 

A n t i c o l o li. 

Il calcolo della forinola finita non richiede maggior accuratezza quando gli angoli 
3 . e fi sono molto piccoli ; anzi allora riesce più semplice e hrece. Caso in 
cui la forinola finta può dare un piccolo errore. 

§. C. Dalle tavole a sette decimali non si ottiene con la dovuta esattezza un 
angolo molto piccolo corrispondente ad un dato coseno perché nc' primi gradi del 

) factcur sre a scc (I differe sensiblcmenl de l’ uniti ; Alors la tumulo du di: Legendre ne peni piu» 
] servir. Ainsi dans un cas , citraordinaire à la verilé , mais arrivò au cil: Prony , l’ errcur aliai! à 
ì sa" i. In questo caso ( verificatosi molto probabilmente quando A era minore di 90 °) la sua formala 
limitata al pruno termine , non avrebbe dato un errore mollo diverso. 

(a) A pag. i4a del discono preliminare all’opera citala (Base du sjstémc mèlrique ) egli dire : 
l'ut qual nènie latte dannerai! Ut Untiti deptndantt dts correi et dti catti , mais ih soni lovjoun 
msenntlci . ed in conseguenza tralascia questa quarta tavola che arra precedentemente inserita nrl- 
f opera Dètermination d'un are du mèridicn. 
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quadrante variando pochissimo i logaritmi de' coseni per l’intervallo di io secondi , l'er- 
rore delle (avole , che altronde non può oltrepassare una mezza unità nella settima cifra 
decimale , è nulladimcno uua parte non trascurabile della differenza fra due logaritmi 
contingui , onde in proporzione l’ errore sull’ angolo cercalo è pure una parte non tra- 
scurabile di io". 

Ma non nccade lo stesso quando, dato l’angolo piccolissimo, si cerca il logaritmo del 
suo coseno ; poiché alla data frazione di io" corrisponde sul logaritmo coseno un quarto 
proporzionale che non può contenere un errore maggiore di mezza unità nella settima 
cifra decimale , al pari di ogni altro logaritmo preso nelle tavole. In fatti siano L , L' 
due logaritmi consecutivi , estesi oltre la settima cifra decimale , e per conseguenza esatti 
nel limite che si vorrà , e rappresentino m , « gli errori delle tavole su questi logaritmi. 
La differenza fra i logaritmi esatti sarà V — L, e quella fra logaritmi delle tavole, 
L‘ — L + n — m ; ed indicando con p la frazione dell’ unità esprimente il luogo del loga- 
ritmo da interpolarsi fra i due logaritmi dati, il quarto proporzionale esatto sarà 
p ( V — Z), ed il quarto proporzionale che danno le tavole sarà p ( L‘ — L)-\- p(n — m). 
Quindi il logaritmo intermedio esalto sarà L+p(L' — L) , c quello delle tavole , 
Z + m + p ( L' — L) + p{n — m ). L’ errore sul logaritmo intermedio sarà dunque 
m +p(n — m ). Questa espressione può scriversi cosi , 

m ( i — p )+pn , 

e dovendo essere il numero p sempre positivo e minore dell’ unità , i fattori i — p, c p 
saranno sempre positivi, e perciò per un dato valore di p, il valore numerico della for- 
inola suddetta crescerà sempre al crescere di m,n, quando queste due quantità siano dello 
stesso segno. Supponendo che p' dinoti quel valore di p che può far giungere la foratola 
al suo massimo, anche il valore dell’espressione m ( i — p') -f -p' n , crescerà al crescere 
di m , n e diverrà maggiore di tutti gli altri quando m , n saranno massimi e dello stesso 
segno. Quindi se si faccia m = J , n = £ , si avrà , (i — p‘)m+p'n = i(t — />') + 
ip' = t , e sarà questo il maggior valore che possa avere l’ errore del logaritmo in- 
termedio. 

Questa dimostrazione essendo generale comprende anche il caso in cui si cercano i 
coseni di angoli piccolissimi. Occorre anzi riflettere che siccome le differenze prime de’lo- 
garitmi de’ coseni de’ piccoli angoli sono costanti per una lunga serie di valori , al pari 
delle differenze degli archi , cosi le parli proporzionali, (di cui la ricerca è fondata sulla 
supposizione che le differenze de’ numeri serbino fra loro la medesima ragione delle dif- 
ferenze de’ logaritmi corrispondenti ) devono per quelli angoli riuscire più esatte che in 
qualunque altro punto del quadrante. 

11 caso di a e j3 piccolissimi non richiede dunque a preferenza degli altri una mag- 
gior perfezione nelle tavole , o una maggiore accuratezza nel calcolo , poiché i valori 
di /. cos* , /.cos/3 si hanno sempre egualmente esalti. Ed osserveremo di più che in 
questo caso appunto il calcolo della forinola finita può renderei più semplice , usando 
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alcune abbreviazioni cbe non sono permesse quando i valori di que'due angoli superano 
un certo limite. 

§. 7. É raro clic l' angolo medio cbe si ha da una serie osservata con ua istru- 
mento moltiplicatore non contenga una frazione ili secondo. Dovendo nel calcolo della 
riduzione all’ orizzonte ritenere questa frazione tanto sull’angolo fra gli oggetti che sulle 
distanze dallo zenit , la ricerca delle corrispondenti parti proporzionali logaritmiche riesce 
abbastanza incomoda. Quindi nel K. Officio Topografico di Napoli si usa di alterare un 
poco i tre angoli cbe entrano nel calcolo della forinola finita in modo cbe non conten- 
gano frazioni di secondo c , terminato il calcolo , la frazione di secondo aggiunta o tolta 
dall' angolo fra gli oggetti , si toglie o si aggiunge all’ angolo ridotto. Questa abbrevia- 
zione non dà luogo ad inconveniente alcuno quando le distanze dallo zenit degli og- 
getti osservati differiscono poco dal quadrante, ma non può adottarsi in altro caso senza 
errore. 



Per dimostrarlo , nella formola finita cosA' = , ovvero 

COSaCOSjJ 

cos^f' = cosj^sec» scc/3 •— tanalanjS , si facciano variare tutti gli angoli, e si avrà 
— dA'scnA'— — dAscaA KC*sccp + cosAsoc»'-^~+cosAsecp^^ — lan*-—- - 

‘ COS*j* COS* » COMjl 



— tan/3 



</* 

COS*® 



e quindi 

... . seti A casAscnfidfi , cmAscnsd* scn sdfi se nfid* 

— d A 1 sen A 4- dA = + - — — — — - - — — 

cosacos^ COS ® COS* fi cos/Jcos*» COS’ECO»» COS fi COS* * 

e perciò , 

... ,, „ , , J (s<m«— cosaseli fi)dfi , (scafi — cosAscn*)d* 

scn^f cosscos ^ — d A sua A—- — — 

' COS fi COS* 

E sostituendo come sopra A + ar in luogo di A ' , sviluppando e trascurando i ter- 
mini di 2.* ordine in x , si avrà 

.... , , . (sca*— cos Asenfi)d fi , (senfi— cc& Atea*) d* 

dA j scn A + x cc%A J cos * cos /3 — dA se nA= — + 1 — - — — 



ovvero 



j . . a, „ , , (sen*— cosAscafi)dfi , (scafi— co»Asen*)d* 

dA'\ 1 +xcolA\cos*co$P—dA= — + 






onde 



dA'= 



P+dA 



! = +xcot/f^ 1 ^cos*cos/3^ 1 



’( I -4- arcete) cosaoosp 

Si svolgano in serie cos* , cos/3 arrestandosi ai quadrati degli archi , e si svilup- 
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pino le potenze negative fermandosi parimenti ai termini di 2.® ordino in * c f t di 
primo in x. Sarà 

d A’ = (P + d A)( i — x col A)(i + ~ a* + i fi*) 

= (P + d A)[ i — x cot A -f - 1 ( ** + fi' ) ] 

quindi 

dA‘ — dA = P + (P+dA)[-xcolA+i(*' + fi*)} ( 4 ) 

dove 

p (iev* — eoiAu;np)dp ( »ra fi — cot A scn » ) d * 

tea A coj fi ten A coi * 

Con questa formolo può valutarsi la variazione dA‘ che riceve l'angolo ridotto al- 
l'orizzonte, quando si fanno variare l'angolo proposto e le distanze dallo zenit, e quindi 
si potrà esaminare in quali circostanze la differenza dA — dA fra le variazioni dell’an- 
golo proposto e della sua projezionc sia trascurabile , a fine di usare senza errore l' ab- 
breviazione di calcolo della quale si è parlalo di sopra. 

§. 8. Riflettendo primieramente sulla composizione della forinola ( 4 ) , si scorge che, 
a prescindere dalle determinazioni particolari di A, « e jS, il falore numerico dell’ espres- 
sione dA' — dA diviene massimo negli stessi casi considerati di sopra in cui la corre- 
zione x è massima cioè ; i quando A < 90° , * c /3 sono di diverso segno , e la va- 
riazione dA dell’ angolo dato si prende negativa , poiché allora la riduzione x è nega- 
tiva, e tutti i termini dell' espressione dA 1 — dA divengono negativi; 2.® quando A^go”, 
» e j 3 sono dello stesso segno e la variazione dA si prende positiva , giacché allora x è 
positiva cd i termini dell’ espressione indicala divengono tutti positivi. Cresce poi eviden- 
temente il valore numerico di dA' — dA al crescer di * e /3 , ed al diminuire 0 al cre- 
scer di A ne’ due diversi casi , ed in esso il primo termine P, che dipende dalle varia- 
zioni degli angoli a e /3 , è assai maggiore de' rimanenti , per essere quello di 1.® ordine, 
in « e / 3 , e questi di secondo o di terzo. 

Applichiamo inoltre la formola ( 4 ) a qualche caso particolare , per conoscere fra 
quali limiti possa usarsi senza errore l’accennata abbreviazione di calcolo. Siano come sopra 
(§.2) A = 25 *, fi — 2°, * = — 2®, c si facciano dA = — 1", d t 3 = 1", d* = — 1". 
La formola , per la supposizione di * = — j 3 , si cambierà in 

= — ndp tan /3 cot - A + (dA — 2 d& tan fi col ± A)( — x cot A + fi' ) 
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E sostituiti i Talori di x = — 19'.!", 37 (§.2) e gli altri già assegnati a p, di 9 , 
A , dA , si avrà 



/• *" = 3 , 3 oio 3 I. — x =3,08744 I. fi =s 

I. tonfi = 8 ,S 43 o 8 /. col ^ =o, 33 t 33 Idem = 

I. col J A = 0.6.8494 /. icn i"= 4 ,C 38 ’S 7 /. jen*i"= 

9,%835 8,07434 

i.yar/e=iW— o'',3i5 — 200(^=0,01187 £•=- 

— xcot A— - 



3,88733 /. (— 2colv#4-jS*)= 8,11694 

3,88733 I. (dA-i-P) .... ss 0,1 1898 



9,37114 

7,08880 

- 0,00120 

-0,0x187 



8,93687 
parte = — o",oi7 
P — — o , 3 1 8 
dA' — dA =— o"33 
■+-dA = — 1 



' . •fo,oi3(>9 -1 

3 (a) 

Applicando la fortnola (4) al caso di A = i3o # , « = p ss a*. , e facendo </// — 1", 
d* = di 3 = i", il valore dell’espressione cL/' — dA risulta eguale a + o",i5. 

Dai calcoli precedenti si desume che, i.° Il valore di dA' — dA , ossia l’errore 
che si commette alterando di 1" l’angolo proposto e gli angoli « c /3 con l’ orizzonte , 
non è trascurabile quando questi ultimi superino a gradi nei di» casi considerati. 

2. 0 Il valore del primo termine /'costituisce, come si è osservato di sopra, 
la massima parte di dA' — dA , ma esso potrà diminuirsi assai prendendo da e d p 
dello stesso segno quando l’angolo A è acuto c gli oggetti sono uno elevato sull’ oriz- 
zonte e l’altro depresso, c di segno diverso allorché l’angolo A fc ottuso e gli oggetti 
sono ambedue elevati o ambedue depressi ; poiché in tal modo le due frazioni compo- 
nenti l’ espressione P della forinola (i) risulteranno una positiva e l’altra negativa. Facendo 
uso , quando occorre , di questa regola , se * e |8 non saranno maggiori di 4® , o So 
minuti, c le loro variazioni non eccederanno o",6 , l’espressione dA' — dA riuscirà 
sempre insensibile per gli angoli di i.» ordine. 

3.’ Non alterando gli angoli # c £ ma solo l’angolo fra gli oggetti, Terrore dA' — dA 
sull’angolo ridotto diviene trascurabile, c quantunque esso si aumenti insieme con gli angoli 
a c jS, pure i casi geodetici ne’ quali possa acquistare qualche entità sono molto rari. Perciò 
la pratica di accomodar in tutte le riduzioni all’orizzonte le ultime cifre dell’angolo osservalo 
ad oggetto di rendere più breve il calcolo evitando i centesimi di secondo è ben fondata. La 
forinola che esprime l’errore che si commette, dipendentemente dalla indicala alterazione 
dell'angolo osservato si ricava dalla (4), facendo in essa da — o, dp — o , ed é, 

dA' — dA = dA[ ~ ( *• + P’ ) — x col A] (3) 

per mezzo della quale potrà facilmente verificarsi che , il valore di dA' — dA è nullo 
nelle riduzioni degli angoli di t.® ordine, e trascurabile in quelli di i.® e di 3.® 

4>° L’ esame precedente ci conduce ad una conseguenza importante. Le distanze dallo 
zenit che servono per ridurre all’ orizzonte gli angoli osservali col cerchio ripetitore , do- 



ta) ),o stesso valore di dA' di otterrebbe riducendo alt’ orizzonte l'angolo A = a-V’.Sg'.Sg" con 
le distanze dallo zenit qo" — fi=z$-jeAg'Ag", e 90° — » = gao.o'.i” , e sottraendo l’angolo ridotto 
tJ.*.4o'.S7" l 3o da quello ottenuto net §. 9 con la foratola Coita cioè, 94°-4°'-5S" ; 63. 
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Tono misurarsi con una precisione maggiore di quella che da taluni si crede sufficiente, 
poiché anche gli errori non molto grandi che si commettono sulle medesime, possono in 
date circostanze influire sulla riduzione; specialmente quando l’angolo è acuto e i due 
oggetti sono uno elevato sull’ orizzonte e l’ altro depresso , oppure quando l' angolo è 
ottuso e i due oggetti sono ambedue elevati o ambedue depressi. 

§. 9. Dal fin qui esposto in questo secondo articolo apparisce che la forinola finita 
si applica con vantaggio e risparmio di calcolo ai casi in cui le distanze dallo zenit de- 
gli oggetti osservati differiscono poco dal quadrante. Anzi le riduzioni all’ orizzonte nelle 
quali le altezze o depressioni degli oggetti traguardati non superino 4 ° 1 o 5 o minuti , 
potranno benissimo calcolarsi, come si è accennato di sopra, ( §. 7), modificando i tre 
angoli dati in maniera da non contenere decimi di secondo, specialmente se si adottino 
le avvertenze indicate nel §. precedente per diminuire l’ influenza delle variazioni degli an- 
goli A t « e j 3 sull’angolo ridotto, ne’ casi in cui quella influenza è massima. 

Per tal modo , nelle medesime circostanze in cui la forinola di Legemlre si può usare 
con piena sicurezza, il calcolo della formola finita riesce semplicissimo, e certamente più 
di quello della formola di Legendre eseguito colle tavole costrutte all’oggetto, come age- 
volmente si potrà verificare. 

$. io. Termineremo quest'analisi della riduzione all’orizzonte, che abbiamo procu- 
rato di render possibilmente completa con discutere un caso in cui la formola finita deve 
effettivamente dar un piccolo errore. Se l’angolo ^fra gli oggetti osservati sia grandissimo, 
1 ' errore delle tavole influirà in qualche modo sull’angolo ridotto all’ orizzonte. Infatti , 

riflettendo che nel calcolo della forinola sen jA= l/ scn * ^ ) scn . (jf è — O 

Y co* * co» ji 

entrano quattro logaritmi , sopra ciascuno de’ quali 1’ errore delle tavole può giungere a 
mezza unità nella settima cifra decimale ( §. 6), l'errore sulla loro somma potrà giun- 
gere a due unità. Ora, ponendo A— \W> e quindi - A' — 70 gradi circa, siccome la 
differenza logaritmica de’ seni degli angoli nelle vicinanze di 70 gradi non è maggiore 
di 77 unità per io" di arco, così l’errore sull’angolo A' corrispondente al doppio di 
un’ unità logaritmica sarà di = o",26. 

Si riconosce facilmente che l' errore di cui si parla è indipendente dalle distanze 
dallo zenit, e cresce o diminuisce con l’angolo osservato. Per un angolo A ~ i 5 o s , 
l’ errore massimo delle tavole potrebbe essere f" 1 = o ",36 , c diverrebbe maggiore se 
l'angolo fosse più grande. Ma non potendo gli angoli de' triangoli di 1.* ordine esser 
minori di 2 5 gradi , uno di que’ triangoli non potrà avere un angolo di i|o gradi se 
non in circostanze straordinarie , ed allora per evitare quell’ errore converrà ricorrere o alle 
tavole estese oltre la settima cifra decimale , 0 all’ uso della formola (a) , che nel caso attuale 
darà l’angolo ridotto con tutta l’ esattezza. Servirà però meglio all' oggetto l' altra formola 

jiaita,cos^'== ^ CUI *‘(^— poiché essendo così^==sen (90*— jjf) 
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quando j A' è grande il suo complemento è piccolo , e può determinarsi benissimo per 
mezzo del seno corrispondente , dimodoché sarebbe forse utile die generalmente le ridu- 
zioni all orizzonte degli angoli compresi nel i .* quadrante si eseguissero con la lormola 
del seno , e quelle degli angoli compresi nel 2 .® quadrante colla forinola del coseno. 

Per ultimo se dovesse ridursi all' orizzonte l’ angolo compreso fra i due lati di una 
base spezzata, il quale ordinariamente poco differisce da due retti , tutte le forinole fallireb- 
bero all’infuori deli' ultima che dà il coseno della metà dell'angolo projetlalo. L’osservatore 
intelligente però non misurerà col cerchio un angolo prossimo a due retti, il quale per 
la natura dell’ istrumcnto non potrebbe riuscire molto esalto senza grandi precauzioni , 
ma lo spezzerà in due ; onde quella circostanza di calcolo Don dovrebbe mai verificarsi. 
É vero altresì che un piccolo errore sopra un tal angolo non influirebbe potabilmente sul 
calcolo della base rettilinea. 



ConcuiDsioKc. 

f.’n. L'janalisi istituita in questa memoria ci permette di stabilire i seguenti principii: 

[ z.® Nel calcolo della riduzione degli angoli misurati col cerchio ripetitore all’ oriz- 
zonte della stazione dovrà usarsi la forinola finita esprimente il seno della metà dell' angolo 
projetlalo , a preferenza delle forinole approssimate. Solo quando l'angolo osservato è molto 
grande , il risuitamento di quella forinola può andar soggetto a qualche orrore, per cui 
è preferibile allora la forinola ( 2 ) trovala di sopra , o anche meglio la forinola finita ch« 
dà il coseno della metà dell'angolo cercato. 

a." Il calcolo della furinola finita non richiede maggior accuratezza quando le di- 
stanze dallo zenit degli oggetti osservati differiscono pochissimo dal quadrante ; anzi al- 
lora riesce più semplice, potendo applicatisi lo abbreviazioni discusse nell’ Articolo II. 

3.® La forinola del I^gendrc non può adoperarsi con sicurezza se non quando le 
distanze dallo zenit degli oggetti osservati differiscono dal quadrante meno di \o , o 5o 
minuti. Al di là di questo limite i termini del 4-* ordine tralasciati nella forinola stessa 
potendo divenir valutabili , la suddetta formula ( 2 ) che li comprende potrà servire util- 
mente por confrontare i calcoli delle riduzioni all’orizzonte nelle operazioni geodetici. c 
di 1 .® ordine. 




DILLA R- TI TOC HA FI A DELLA CUPI ltA 
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